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本章的主要内容 

• §6.1 数量性状的遗传学基础 
• §6.2 数量性状的概率论基础 
• §6.3 数量性状的数理统计基础 



§6.1 数量性状的遗传学基础 

• §6.1.1 质量性状和数量性状 
• §6.1.2 数量性状遗传的纯系理论 
• §6.1.3 数量性状遗传的多基因假说 



离散变异与质量性状 
• 孟德尔通过一系列精心设计的试验，证明了他的
颗粒遗传理论。孟德尔的科学贡献不仅仅是建立
了遗传学基本规律，他为建立遗传学基本理论而
采用的科学试验方法在后来整个生命科学的研究
中都发挥着至关重要的作用（Allard, 1999）。 

• 为研究一个遗传分离群体中不同表型所占的比例
（即分离比），要求个体在所调查的性状上有足
够大的差异，以便根据性状表型对个体进行明确
的分类。在遗传研究中，具有明显表型分类的变
异称为不连续变异（discontinuous variation）或离
散型变异（discrete variation），具有不连续变异
的性状称为质量性状（qualitative trait）。 



连续变异与数量性状 

• 除间断性变异外，还存在大量的变异，无法或
难以进行明确的表型分类。没有明显表型分类
的变异称为连续变异（continuous variation），
具有连续变异的性状称为数量性状
（quantitative trait）。 

• 数量性状的 遗传研究也有很长的历史。达尔
文在他的进化论研究中就涉及了大量的数量性
状；F. Galton于19世纪末在英国建立研究小组，
主要研究人类群体中数量性状的遗传，在这些
研究中发明了统计学中的回归和相关分析方法，
并于1889年出版《Natural Inheritance》一书。 



英国妇女身高（英寸）的次数分布 
分组区间 组中值/in（x） 人数 频率（f） 
53~55 54 5 0.0010 
55~57 56 33 0.0066 
57~59 58 254 0.0508 
59~61 60 813 0.1628 
61~63 62 1340 0.2682 
63~65 64 1454 0.2911 
65~67 66 750 0.1502 
67~69 68 275 0.0551 
69~71 70 56 0.0112 
71~73 72 11 0.0022 
73~75 74 4 0.0008 
均值、方差、标准差 63.06、7.25、2.69  



英国妇女身高的频率分布柱形图
和正态拟合曲线 
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数量性状在纯系杂交后代中的分布 

• 1900年孟德尔杂交试验被重新发现后不久，
人们在其它自花授粉物种中，同时开展了大
量类似豌豆的杂交试验，其中也包括异化授
粉物种、经过多代自交形成的自交系之间的
杂交试验，如玉米。 

• 这些杂交试验进一步验证了孟德尔遗传规律
（§1.1.3和§1.1.4）在质量性状中的普适性。
但同时也发现，对于大量具有连续性变异的
数量性状来说，难以对表型进行分组，从而
难以观测到简单的孟德尔分离比。 



East（1916）烟草杂交试验中
花冠长度（mm）的分布 
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数量性状遗传的纯系理论 
• 在East（1916）的杂交试验中，如果对三个调查年份

分别进行计算，得到亲本P1的平均花冠长度为40.46、
40.61和39.76mm，亲本P2的平均花冠长度分别为
93.22、93.37和92.13mm。每个亲本的平均花冠长度
在年份之间几乎没有差异。 

• 短花冠亲本自交后代的平均花冠长度与短花冠亲本相
似，长花冠亲本自交后代的平均花冠长度与长花冠亲
本相似，花冠的长短在两个亲本的自交后代中都能稳
定地遗传下去。 

• 数量性状在纯合基因型的自交后代中能够稳定遗传，
这一现象称为纯系理论（pure line theory）。纯系理
论最早由W. L. Johannsen（1903）在菜豆（Phaseolus 
vulgaris）粒重性状的遗传研究中提出来。 



Johannsen的纯系理论试验 
• Johannsen的系列试验从1900年种植一袋8kg菜豆品种

‘Princess’开始，这份从市场上得到的种子在大小
和粒重上有很大差异。 

• 1901年，Johannsen根据种子大小和粒重收获了287个
单株，单株粒重呈连续性变异，没有明显的分组趋势。
在以后几年的试验中，Johannsen详细记录了亲代和
子代的粒重。结果发现粒重高的亲本，它们后代的平
均粒重也较高；粒重轻的亲本，它们后代的平均粒重
也较轻。 

• 这其实与Galton在人类身高和体重等数量性状的遗传
研究中，观测到的亲子之间的相关结果是一致的。这
些结果都充分表明，数量性状是可以遗传的，对数量
性状的选择也是有效的。 



纯系间差异不是单基因控制的 
• 根据亲子之间的粒重数据，Johannsen随后建立
了19个不同籽粒大小的纯系。以厘克（cg）为
单位，第1个纯系最重，平均粒重达64.2cg；第
19个纯系最轻，平均粒重仅为35.1cg。这19个
纯系的平均粒重从低到高呈连续性变化，没有
明显的分组界限，说明粒重不可能是单基因控
制的质量性状。 



纯系内的差异不能遗传到下一代 
• 除研究粒重在纯系之间的遗传外，Johannsen还研
究了纯系内不同粒重个体产生后代的平均粒重。 

• 他一开始选择了平均粒重为45.5cg的第13个纯系，
从中获得4组粒重分别为20、30、40、50cg的种
子，种植后发现它们后代的平均粒重分别为47.5、
45.0、45.1、45.8cg，均接近于第13个纯系的平均
粒重45.5cg。 

• 随后他对粒重最重的第1个纯系，连续6个世代选
择粒重最重和最轻的种子。两个方向选择得到的
最终平均粒重分别为69cg和68cg，表明纯系内的
选择是无效的。 



粒重在纯系间和纯系内的亲子相关 
• Johannsen还利用相关系数来估计表型变异中可遗传

到后代的比例。在这19个纯系中，得到亲子之间的
相关系数为0.336±0.08，说明粒重在家系间的表型
变异中，大约有1/3是可遗传的。 

• 从§6.3可以看出，纯系群体中后代表型均值和亲代
表型之间的回归系数，等于性状的遗传力，它们之
间的相关系数等于遗传力的平方根。单个后代表型
和亲代表型之间的回归系数和相关系数均等于性状
的遗传力。因此，也可以认为这19个纯系构成的群
体中，粒重的个体水平遗传力等于0.336。 

• 利用第13个纯系得到亲子之间的相关系数只有
0.018±0.038，遗传力几乎为0，说明粒重在纯系内
不具有遗传性。 



纯系理论在数量遗传中的作用 
• 纯系理论：数量性状的表型是基因和环境
共同作用的结果，基因型的作用是可以遗
传的，环境的作用是不能遗传的。 

• Johannsen的纯系理论，将数量性状变异区
分为可遗传的变异与非遗传的变异，并首
次明确了基因型（genotype）和表现型
（phenotype）的概念，这为理解连续性变
异的遗传规律提供了依据，也为随后连续
性变异多基因假说的形成起到了促进作用。 



纯系理论的线性模型表示 
• 对于n个纯合基因型构成的一组纯系来
说，下面的等式给出基因型效应和随机
环境效应对表型的线性模型。 

• 其中，μ表示这些纯系的平均表现，Gi
表示纯系i的基因型效应，εi代表环境效
应及其他不可预测的随机误差效应。 

iii GP εµ ++= ，i=1, 2, …, n 



纯系理论的线性模型表示 

• 模型中，μ+Gi可以看作每个纯系的表型均值或表
型平均数。 

• 纯系的自交后代与亲代有相同的基因型，基因型
值Gi能够完整地遗传给后代。除了环境和随机误
差外，后代表型与亲代是完全一致的。因此，后
代的表型与亲代的表型具有一定的相关性。 

• 就粒重这一数量性状来说，环境效应中既有年份
间的差异，也有籽粒在豆荚中生长部位、豆荚在
植株上生长位置、植株生长的土壤和水分等方面
的差异，这些效应都不能遗传给下一代。 

iii GP εµ ++= ，i=1, 2, …, n 



纯系理论的拓广 
• 对于无性繁殖物种来说，任何一个基因型的无性系后代都

与亲代有着相同的基因型，也因此与亲代有着相同的基因
型效应。对于一个杂交品种来说，生产上每年种植的杂交
种，都是同样的两个纯系的杂交后代，不同年份、不同地
块种植的杂交种具有相同的基因型，也因此具有相同的基
因型效应。所以，广义地讲，纯系理论对于无性繁殖物种
和杂种品种这些杂合基因型来说也是适用的。 

• 换句话说，无性系品种之间或杂种品种之间的差异，是由
基因型差异引起的，是可以遗传的，选择是有效的；一个
无性系品种或杂种品种内的个体差异，是随机环境误差造
成的，是不能遗传的，选择是无效的。 

• 在随机交配群体中，亲本个体的基因型是杂合的；每个后
代个体具有雌雄两个亲本，它们对后代的贡献各占一半；
后代的基因型与亲本不再保持一致。因此，随机交配后代
的基因型值不再简单地等于亲本的基因型值。 



数量性状是否服从孟德尔遗传规律之争 

• 以K. Pearson为首的生物统计学派认为，连续变
异是进化的重要原因；由于在连续变异中无法
观察到简单的孟德尔分离比，认为孟德尔规律
不适用于连续变异。 

• 以W. Bateson为首的孟德尔学派认为，不连续变
异是进化的重要因素；由于在连续变异中无法
观察到简单的孟德尔分离比，认为连续变异不
服从孟德尔规律，也因此是不能遗传的。 

• 两派都有大量证据来支持各自的观点，但又难
以说服对方。例如，Johannsen的菜豆粒重试验，
就充分说明了数量性状的可遗传性。因此，笼
统地说数量性状不能遗传是站不住脚的。 



争论的解决方案 
• Yule（1906）就明确指出，若是连续变异是由很
多效应较小且相似的基因控制的话，孟德尔的颗
粒遗传与连续变异性状的遗传之间就不会存在任
何矛盾。 

• 在这场争论的过程中，人们对大量数量性状开展
了类似孟德尔的杂交试验，试图通过试验来验证
数量性状的遗传是由多个基因共同控制的。
Nilsson-Ehle（1909）的小麦粒色杂交试验表明，
一个性状可以受多个孟德尔遗传因子共同控制，
同时提出了数量性状的多因子假说。这一假说随
后由East在烟草花冠长度和玉米穗长等杂交遗传
试验中得到证实。 



争论的终结 
• R. A. Fisher（1918）“孟德尔遗传条件下的亲属间
相关（The correlation between relatives on the 
supposition of Mendelian inheritance）”一文的发表，
这场争论被宣告结束。 

• Fisher在这篇文章中，进一步明确了数量性状多因
子假说（Multi-factorial hypothesis）这一理论，将
数量性状的遗传纳入孟德尔遗传的轨道，从而使两
个学派的观点得到统一。 

• 不仅如此，Fisher还在承认孟德尔遗传规律的前提
下，提出了数量性状遗传分析的一般方法，即方差
分析。这篇文章中关于遗传方差分解的基本原理和
思想，构成了现代统计学中方差分析的理论基础。 



一个基因座位在不同的背景方差下，
F2群体的理论表型分布 
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一对和多对等效独立遗传模型中，
F2群体包含各种表型的理论频率 
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多基因和环境共同作用下，表型正态分布的必然性！ 
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数量性状的取值类型 
• 与简单孟德尔遗传的质量性状相比较，多基因控制性状的遗

传更为复杂，有时甚至还可能存在基因间的连锁和上位型互

作。为强调多基因控制性状在遗传上的复杂性，有时也把多

基因控制的性状称为复杂性状（complex trait）。 

• 有些数量性状在一定范围内可以取任意实型数值，如人类身

高和体重、动物的产奶量、作物的产量和品质等。有些数量

性状在一定范围内只能取整型数值，例如动物每胎产仔数、

作物中的分蘖数、小穗数和穗粒数等。 

• 还有一些人类和动物的疾病性状，表型只有有病和无病两种

状态。是否发病是由感病风险（或易感性）决定的，当易感

性超过一定的阈值后，就表现为有病；低于一定的阈值时，

就表现为无病。这类性状又称阈值性状（threshold trait）。 



数量遗传的多基因假说 
• 数量遗传学（quantitative genetics）又称为遗传统计

学（genetic statistics）或统计遗传学（statistical 
genetics），是研究数量性状遗传变异规律的一门学

科。经典数量遗传学建立在多基因假说基础之上。 

• 多基因假说认为，控制数量性状的基因座位较多、

基因效应微小、基因间是独立遗传的；与控制质量

性状的单基因一样，多基因也同样存在于染色体上，

也同样服从孟德尔的分离和自由组合定律、以及连

锁和交换定理；同时，数量性状还容易受环境的影

响。 



数量遗传的研究方法 
• 数量性状在多基因和环境的共同作用下，没有明显的

表型分组趋势，在分离群体中一般呈连续型的正态分

布。尽管无法通过简单的分离比分析进行遗传研究，

但是作为群体，我们可以根据统计学的原理和方法，

计算群体的一些统计学参数。 

• 例如，对于单个性状来说，可以计算它的均值和方差，

以及亲子之间的协方差、相关系数和回归系数；对于

多个性状来说，可以计算它们之间的协方差矩阵和复

相关系数。然后通过不同遗传群体之间统计学参数的

变化和关系，来研究数量性状的遗传规律。这其实就

是20世纪80年代之前，数量性状遗传研究的通用方法。 



数量性状的基因定位 
• 传统数量遗传学中，由于只有表型数据可供利用，

只能将控制一个数量性状的所有基因作为一个整体

进行研究，而不能区分单个基因在染色体上的位置

和遗传效应。 

• 20世纪80年代之后出现了大量DNA水平的分子标记。

遗传研究中可供利用的不仅有性状的表型数据，还

有衡量亲本多态性和表征个体遗传构成的分子标记

数据。利用分子标记的基因型数据，可以建立表征

染色体的遗传连锁图谱。结合表型数据，就能够对

单个数量性状基因在染色体上进行定位，从而把控

制数量性状的多个基因分解开来，即QTL定位。 



数量性状的遗传模式 
• 在数量性状中，既有少数效应比较大的主基因（major 

gene）控制性状，也有多个效应比较小的微基因（minor 
gene）或多基因（polygene）控制性状，还有主基因和多

基因共同控制的性状。主基因加多基因的混合遗传模型

则代表了数量性状遗传的一般模式。 

• 这里所说的主效基因和微效基因只是一个相对概念，它

们之间并没有一个明确的界限。经典数量遗传研究中，

往往把效应大到一定程度、表型上出现一定分组趋势或

偏态的基因，看作是主基因。QTL定位中，一般把解释

表型变异超过10%或20%的座位称为主效QTL。也有人把

特定方法能够检测到的基因都称为主基因，检测不到的

基因才称为微效基因或修饰基因（modifier gene）。 



§6.2 数量性状的概率论基础 

• §6.2.1 概率加法和乘法定理 
• §6.2.2 连续型随机变量 
• §6.2.3 连续随机变量的数字特征 
• §6.2.4 正态分布 



概率加法定律 
• 若两个互斥（或互不相容）事件A与B在N次试验

中各出现了nA与nB次，那么和事件（记为A+B）
在试验中出现了（nA+nB）次，这两个事件之和的

概率等于互斥事件A与B的概率之和，这就是概率

加法定律，用下面的等式表示。 
 

• 加法定律还可被推广到n个两两互斥事件中，即n
个互斥事件之和的概率等于n个互斥事件概率之和。 

• 例如，个体基因型为AA和Aa是互斥事件，从F2群

体中随机抽取一个个体，表现为显性性状的概率

为0.25+0.5=0.75。 

)B()A()BA( PPP +=+ ，事件A和B互不相容 



独立事件和不独立事件 
• 对于两个事件A和B，A发生与否不受事件B的影响，或者B发生

与否不受事件A的影响，则称事件A和B相互独立；否则称事件A
和B不独立。例如，田间有20株表现基本一致的小麦植株，其中

18株结红粒，2株结白粒，A和B表示甲乙二人“随机抽取一株恰

为白粒”的两个事件。 

• 分两种情况讨论2个事件的概率。一种是甲抽取后放回，乙再抽

取。显然，这时事件A和事件B发生的概率应相等，即

P(A)=P(B)= 2/20。和甲一样，乙仍是从同样的20株小麦中抽取，

事件A的发生并不影响事件B的发生，因此A和B是相互独立的。 

• 另一种情况是，甲抽到后不放回，乙后抽取。这时，如果事件A
发生了，田间剩下的19个植株只有1株是白粒，这时B发生的概

率等于1/19。如果事件A没有发生，田间剩下的19个植株有2株是

白粒，这时B发生的概率等于1/20。显然，事件A是否发生影响

了事件B发生的概率，称这两个事件不独立。 



条件概率 

• 事件A已经发生的条件下，事件B发生的概率称为

条件概率，记为P(B|A)。 
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概率乘法定律 

• 若事件A与B相互独立，我们有P(B|A)=P(B)或
P(A|B)=P(A)，则这二事件同时发生的概率P(AB)
等于事件A的概率P(A)与事件B的概率P(B)之积，

称为概率的乘法定律。 

P(AB)=P(A)P(B) 



连续型随机变量 

• 对于随机变量X，若存在非负可积函数p(x)     
(-∞<x< +∞)，对于任意的a和b (a＜b) 都有下

面的等式，则称X为连续型随机变量， p(x) 
称为随机变量X的分布密度，又称概率密度

（probability density）。 
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离散随机变量概率密度的性质 
• 分布密度满足下面的三条基本性质。性质1说明了连续

随机变量概率密度函数的非负性，以及必然事件（遍历

所有可能的取值）的概率为1。性质2和3说明连续随机

变量的概率是针对一个取值区间而言的，谈论单个取值

点的概率是没有意义的或者说其概率为0，开区间、半

开区间和闭区间上的概率是相等的。 
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，a和b为满足条件a<b的随机变量取值 



累积概率分布函数 
• 随机变量X在区间 上的取值概率P(X<x) ，称为随机

变量X的分布函数或概率分布，有时也称累积分布

（cumulative distribution），用下面的等式表示。 

 

 

• 任意连续随机变量，都可以用它的密度函数或者分

布函数来进行定义。从分布函数的定义可以看出，

概率密度函数等于分布函数的一阶导数或微分，即： 
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连续随机变量的数字特征 
• 不论是离散还是连续随机变量，概率分布函数完整地描述

了随机变量的取值规律。有时，概率分布只依赖于少数几

个参数，这些参数或它们的函数称为随机变量的数字特征，

确定概率分布有时就转变为确定数字特征的问题。 

• 有些情况下，确定概率分布并不是一件容易的事。有时可

能并不需要知道概率分布，而只需要知道随机变量的某些

数字特征就可以了。数字特征不一定能完整地描述一个随

机变量，但在理论和实际应用中都有重要意义。 

• 期望（也称为均值）（expectation or mean）和方差

（variance）是其中最重要的两个数字特征。对于多个随机

变量来说，协方差（covariance）和相关系数（correlation 
coefficient）是多维随机变量最重要的数字特征。 



连续随机变量的期望（或均值） 

• 期望的定义 

 

• 期望的性质 
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，X和Y是任意两个随机变量 

，X和Y是任意两个独立随机变量 



连续随机变量的方差 

• 方差的定义 

 

• 方差的性质 

，c是任意常数 

，c是任意常数 

，X和Y是任意两个独立随机变量 
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标准差和标准化变换 
• 方差的平方根称为标准差（standard deviation），是实际

应用中经常用到的另外一个数字特征。标准差是由方差计

算而来，谈不上是一个新的数字特征。但是，它与随机变

量的取值和期望有相同的量纲，在参数的区间估计和统计

假设检验中经常用到。此外，在期望和方差的基础上，可

以对一个随机变量作标准化变换，即： 
 
 
• 从期望的一些性质，容易证明标准化随机变量X*的均值为

0；从方差的一些性质，容易证明标准化随机变量X*的方

差为1。标准化变换在相关分析和多元统计中具有重要作

用，它消除了不同随机变量在量纲上的差异，使得随机变

量之间更具有可比性。 
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两个随机变量之间的协方差 

• 协方差的定义 

 

• 协方差的性质 
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两个随机变量之间的相关系数 

• 相关系数的定义 

• 相关系数的性质 
– 与协方差一样，相关系数也没有方向性。相关系数在-1和1之

间取值，描述变量X与Y之间线性关系的强弱。 
– 当r=0时，称X与Y之间无相关。这里的无相关代表的是没有线

性关系，它们之间还可以具有其它函数关系。 
– 当r=1时，称X与Y完全正相关。当r=-1时，称X与Y完全负相关。

当-1<r<1时，称X与Y部分相关，或有一定程度的线性关系。 
– 相关系数还可以看作是X与Y经标准化变换后，标准化变量X*

与Y*的协方差。由于消除了方差的影响，变换后的协方差，
即相关系数，比变换前的协方差能够更准确地反映随机变量X
与Y之间的相关关系。 
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正态分布的普遍性 

• 德国数学和物理学家高斯（Gauss，1777~1855）
在研究误差理论时，首先用到了正态分布来描
述误差效应的分布规律。因此，正态分布
（normal distribution）又称高斯分布（Gaussian 
distribution）。 

• 概率统计的中心极限定理（central limit theorem）
表明：（1）一个随机变量如果是由大量微小、
独立随机因素叠加的，这个变量一般都服从正
态分布；（2）当n比较大时，二项分布B(n, p)近
似服从正态分布，正态分布的均值和方差就等
于二项分布的均值np和方差npq（其中q=1-p）。 



正态分布的概率密度函数 

• 正态分布N(μ, σ2)的密度函数 
 
 

• 正态分布N(μ, σ2)的分布函数 
 
 

• 标准正态分布N(0, 1)的密度函数 
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正态分布的数字特征 
• 从正态分布的密度函数来看，参数μ和σ2是正态分
布中仅有的两个数字特征。只要知道了这两个参
数，正态随机变量的概率密度和分布函数就完全
确定了。利用微积分的知识可以证明，参数μ正好
等于正态随机变量X的期望，参数σ2正好等于X的
方差。因此，也将μ称为正态分布的均值， σ2称为
正态分布的方差。 

• 服从正态分布的随机变量非常多，如测量误差、
植物的高度、动物的体重、人的身高、健康人的
红血球数目、年降水量、月平均温度、海洋的波
浪高度等。在概率论和数理统计的理论研究和实
际应用中，正态随机变量都起着特别重要的作用。 



正态分布的概率密度（A）和
概率分布（B）函数曲线 
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正态分布的特征 
• 密度函数曲线呈钟形，以X轴为渐近线； 
• 密度函数曲线关于直线x= μ对称； 
•  x= μ时曲线达到最高点， x= μ±σ处有拐点； 
• 正态分布的密度曲线与X轴之间的总面积等
于１，而且曲线下方介于x=x1到 x=x2 
（ x1<x2 ）之间的面积等于随机变量落入区
间（x1，x2）的概率； 

• 任意带有参数μ和σ2的正态随机变量X，都可
以通过标准化转换，变为标准正态分布的随
机变量进行研究。 



正态随机变量在以均值为中心的
k个标准差范围内的取值概率 

• 正态随机变量在三个标准差之间的取值概率超过
99.7%。在一些质量控制问题中，将这一概率称
为“3σ原则”，在3σ区间之外的样品均可以被看
作是次品或非正常品；3σ区间之外的数据也可被
看作是奇异值。 

标准差的

倍数k  

1 2 3 1.6449 2.3263 3.0902 

取值概率P  0.6827 0.9545 0.9973 0.95 0.99 0.999  

)|(| kXP <
−
σ
µ )( σµσµ kXkP +<<−或 



§6.3 数量性状的数理统计基础 

• §6.3.1 样本统计量 
• §6.3.2 抽样分布 
• §6.3.3 总体参数的估计 
• §6.3.4 一元回归与相关分析 
• §6.3.5 多元回归及其假设检验 



总体 
• 利用数理统计的方法解决实际问题时，往往把研究

对象的全体称为总体（population），构成总体的每
个成员称为个体。 

• 在§6.1.1的妇女身高问题中，调查开始前，所有的
英国成年妇女就构成了一个总体，每个妇女是这个
总体中的一个个体；在花冠长度问题中，需要研究
一个数量性状在两个纯合基因型亲本及它们杂交后
代中的分布，双亲、F1和F2群体是4个不同的总体，
每个群体中的单株是总体中的一个个体。 

• 统计学中往往把总体看作一个特定随机变量X服从的
分布，与随机变量X等同，也称为总体X或分布X。 



总体的样本 
• 构成总体的个体一般都有很多，甚至是无限的。
在实际问题中，往往不可能对总体的所有个体
进行研究。能够研究的只是总体中的一小部分
个体，然后希望从这一小部分个体来推断总体
的分布规律。被研究的这部分个体称为总体的
一组样本（sample）或一个样本群体，样本群
体中个体的数量称为样本量（sample size）。 

• 为了能够利用样本对总体做出比较可靠的推断，
当然就要求样本能够很好地代表总体；失去了
代表性，样本中观察到的结果也就难以反映出
总体的分布特征。 



对总体样本的基本要求 
• 通常情况下，随机性和独立性是对样本的两
个最基本要求。随机性要求总体中的每个个
体具有同等机会进入样本，独立性则要求每
个样本个体的取值不受其他样本个体的影响。 

• 随机性保证了每个样本个体Xi与总体X有相同
的分布；而独立性则保证了样本个体之间是
相互独立的，样本的联合概率密度就等于各
个样本个体概率密度的乘积。满足随机性和
独立性的样本称为简单随机样本，一般情况
下均简称为样本。 



样本统计量 
• 样本来自总体，每个样本个体自然都包含着总体分布

的信息。为了把分散在样本中的信息集中起来以反映
总体的分布特征，就需要对样本进行各种加工。例如，
对原始数据进行分组，统计落入每个组内的个体数或
频率，然后从次数分布初步了解总体的分布特征。 

• 统计上，把只包含样本的函数称为样本统计量
（sample statistic），一般用于总体分布参数的点估
计。样本均值（sample mean）、样本方差（sample 
variance）、样本协方差和样本相关系数是统计学上
最重要，同时也是实际应用中最常见的统计量。 

• 除此之外，还有样本矩、样本峰度、样本偏度、顺序
统计量和分位数等等。为避免混淆，有时也把上一节
定义的均值和方差称为总体均值和总体方差。 



样本均值和样本方差 
• 设X1, X2, …, Xn是总体X的一组简单随机样本，
样本均值和样本方差的计算方法如下： 
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样本方差的自由度 
• 样本方差定义为离差平方和除以样本量减1，样本量

减1称为样本方差的自由度（degree of freedom）。因
此，样本方差就等于离差平方和除以自由度。没有
样本均值，也就无法计算样本方差。因此，自由度
之所以是n-1，可以看作在利用n个独立样本个体估计
样本均值时损失掉了一个自由度。 

• 另外，公式中的n个离差项是不完全独立的，它们之
间满足和为0这个约束条件。因此，自由度n-1中的
“1”也可以看作是计算方差的所有离差项满足约束
条件的个数。 

• 自由度的计算在假设检验和方差分析中是必不可少
的，掌握以上两点后，基本上就能计算大部分场合
下样本方差的自由度了。 
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分组数据的样本均值和样本方差 
• 用X1, X2, …, Xk表示k个分组的组中值，样本落
在k个组内的频率分别为f1, f2, …, fk，频率之和
等于1。这时，样本均值和样本方差分别为： 
 
 
 
 

• 样本量n较小时，样本方差公式右端还应该乘
以n/(n-1)以进行无偏性矫正；对于较大的样本
量，是否矫正对样本方差的影响不大。 

∑
=

=
k

j
jj XfX

1

2

1

2

1

22 )( XXfXXfS
k

j
jj

k

j
jjX −=−= ∑∑

==



样本协方差和样本相关系数 
• 设X1, X2, …, Xn是总体X的一组简单随机样本，

Y1, Y2, …, Yn是总体Y的一组简单随机样本， 
 
 

• 如是分组数据，样本协方差为 
 
 

• 样本相关系数： 
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样本均值的期望和方差 
• 对简单随机样本X1、X2、…、Xn来说，它们相互独立并

与总体X有相同的分布，称为独立同分布（independent 
and identical distribution, iid）。因此，每个样本的期望
和方差等于总体的期望和方差。 
 
 

• 根据期望性质公式6.17和公式6.18，容易证明样本均值
的期望等于总体的期望。 
 
 

• 根据方差性质公式6.23和公式6.24，容易证明样本方差
的期望等于总体方差除以样本量n。 

Xi EXE =)( Xi VXV =)( ，对任意样本个体i=1、2、…、n 

∑
=

==
n

i
Xi EXE

n
XE

1

)(1)(

∑
=

==
n

i
Xi V

n
XV

n
XV

1
2

1)(1)(



正态总体样本均值的分布 
• 前面的公式对总体的分布类型没有任何限制。 
• 对于正态总体N(μ, σ2)来说，样本均值的期
望当然就等于μ ，样本均值的方差当然就等
于σ2 /n。因此，样本均值服从均值为μ ，方
差为σ2 /n的正态分布，即： 
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非正态总体样本均值的分布 
• 对于其他均值为EX、方差为VX的非正态总体
来说，概率论的中心极限定理表明，随着样
本量的增加，样本均值渐近服从均值为EX、
方差VX

 /n的正态分布， 
 
 

• 大量模拟结果表明，对于大多数非正态总体
来说，n=30的样本均值就十分接近正态分布，
也因此把超过30的样本称为大样本（large 
sample）。 
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样本方差的均值 
• 根据方差计算公式6.21可以证明样本方差的期望
等于总体的方差。这一结果与样本均值是一致
的。推导过程中，除要求总体均值和方差存在
外，没有其它限制条件。因此，不论总体分布
是什么，样本方差的期望都等于总体的方差。 
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样本方差的分布与三大抽样分布 
• 样本方差的分布要比均值复杂得多，一般只能
研究正态总体的样本（简称正态样本）中方差
的分布。 

• 在给出正态样本方差的分布之前，首先介绍一
下从标准正态分布出发定义的χ2分布、t分布和
F分布，这里不给出它们的概率密度函数。 

• 这三个分布都与样本均值和样本方差的分布有
密切关系，在有关总体均值和总体方差的统计
假设检验中，发挥了必不可少的作用，有时也
把它们统称为三大抽样分布。 



χ2分布 
• χ2分布的定义， 

 
 

• 从定义可以看出，χ2分布代表的随机变量为n个
独立、标准正态随机变量的平方和，n又称为χ2

分布的自由度，所以常用χ2(n)表示这个分布。 
• 标准正态分布中不含任何参数，因此χ2分布只
有标准正态分布数目（或自由度）这一个参数。 
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χ2分布的特点 

• 从概率密度函数曲线图可以看出， χ2分布是一个
单峰、偏态分布，有一个较长的右尾巴；随着自
由度的增加，分布均值和分布方差也随之增大。 

• 根据分布的定义公式6.50还可以证明，χ2分布的均
值等于n，方差等于2n。 
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t分布 
• t分布的定义， 

 
 
 

• 从定义可以看出， t分布是两个分布的商，分子
为一个标准正态分布，分母为一个χ2分布除以其自
由度的平方根，同时还要求分子中的标准正态分布
与分母中的χ2分布相互独立。 

• t分布中也只包一个参数，即分母中χ2分布的自由
度n，所以常用t(n)表示这个分布。 

，其中Y~N(0, 1)，X~ χ2(n)且相互独立 )(~
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t分布的特点 

• 从概率密度函数曲线图可以看出， t(n)是单峰态分布，
关于x=0对称；自由度越小，方差就越大；随着自由度
的增加， 逐渐趋近于标准正态分布。 

• 根据概率密度函数可以证明，当自由度n=1时， 分布的
均值和方差都不存在；当n=2时，均值为0，方差不存
在；当n>2时，均值等于0，方差等于n/(n-2)。因此，随
着样本量的增大，方差趋近于标准正态分布的方差1。 
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F分布 
• F分布的定义， 

 
 
 

• 从定义可以看出F分布也是两个分布的商，分子
为一个χ2分布除以其自由度，分母为另一个独立的
χ2分布除以其自由度。显然，F分布中包含了两个
参数，一是分子χ2分布的自由度n，另一个是分母
χ2分布的自由度m，所以常用F(n, m)表示这个分布。
分子χ2分布的自由度也称为第一自由度，分母χ2分
布的自由度也称为第二自由度。 

，其中X~ χ2(n)， Y~ χ2(m)且相互独立 ) ,(~1
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F分布的特点 

• 从概率密度函数曲线图可以看出， F(n, m)是一个
单峰左偏态分布，有一个较长的右尾巴。 

• 根据概率密度函数可以证明， F(n, m)分布的均值
等于m/(m-2) ，只依赖于第二自由度。 F(n, m)分布
的方差同时依赖两个自由度，表达式比较复杂。 
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正态总体的抽样分布 
• 正态总体N(μ, σ2)中，样本均值和样本方差
的分布如下，且相互独立 
 
 

• 因此， 
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抽样分布的作用 
• 有了上面的分布，就可以在总体方差未知的情况
下，利用样本均值和样本方差对均值这一总体参
数进行统计假设检验。 

• 实际应用中，除了对总体均值进行检验外，还可
以对总体方差进行检验，这时就要用到χ2分布。
如要检验两个总体的方差是否相等，或是多个总
体是否具有相同的均值，这时就要用到F分布。
没有三大抽样分布，也就没有统计假设检验。 

• 从定义来看，三大抽样分布都是在正态分布基础
上衍生出来的分布，仅适合于从正态分布总体中
抽取的简单随机样本。由此也可看出正态分布在
数理统计中所占的地位。 



总体参数的估计 

• 常用的参数估计方法包括最小二乘估计、
极大似然估计、矩估计等，这些估计都是
样本的函数，即样本统计量。 

• 假定θ^是一个样本统计量，作为总体参数θ
的一个估计，给定一组样本值，就能计算
出一个估计值θ^。为与区间估计（interval 
estimate）相区分，这样的估计又称点估计
（point estimate），在不易混淆的场合下
简称估计。 



参数估计的无偏性 
• 有时，不同的估计方法可能会给出不同的估计值。

无偏性和有效性是评价估计值优劣的常用标准。如
果θ^的期望等于待估计的总体参数θ，则称θ^是θ的无
偏估计（unbiased estimate）；否则称有偏估计
（biased estimate）。样本均值和样本方差分别是总
体均值和总体方差的无偏估计。 

• 有些估计虽然是有偏的，但随着样本量的增加，估
计值的期望会逐渐趋近于待估参数，这样的估计称
为渐近无偏估计。下面会看到，正态分布方差的极
大似然估计是渐近无偏的。 

• 对于无偏估计来说，线性变换不改变其无偏性，即
无偏估计的线性函数仍然是参数线性函数的无偏估
计。对于其他的非线性函数，这一结论不一定成立。 



参数估计的有效性 
• 绝大多数场合下，都要求估计值能够具有无偏性或
者渐近无偏性。参数的无偏估计有时会有很多。一
个直观的想法就是估计值围绕真实值的波动越小越
好，也就是希望估计值的方差尽可能小，这就是无
偏估计的有效性（effectiveness）。 

• 如果一个无偏估计有更小的方差，就称这个无偏估
计更有效。例如，对于总体X的2个简单样本X1和X2
来说，满足a+b=1的样本统计量aX1+bX2都是总体
均值的无偏估计，作为练习请读者证明：a和b相等
时，无偏估计aX1+bX2的方差最小，因此这时的无
偏估计是最有效的。 



极大似然估计 

• 样本似然函数 
 
 

• 极大似然估计（maximum likelihood estimate, MLE） 
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正态总体参数的极大似然估计 

• 样本似然函数 
 
 
 
 

• 对数似然函数 
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似然方程及其求解 

• 对数似然方程 
 
 
 
 

• 均值和方差的最大似然估计 
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极大似然估计的统计性质 
• MLE具备很多其他估计都没有的优良性质，这也
正是MLE之所以得以广泛应用的原因。之前说过，
无偏估计仅在线性变换下具有不变性。如果θ^是θ
的MLE，那么任一函数g(θ)的MLE都是g(θ^)。这一
性质称为MLE的变换不变性，不论是线性变换还
是非线性变换都是成立的。有了这一性质，有时就
能比较简单地计算一些复杂总体参数的MLE。 

• 通常情况下，MLE都渐近服从正态分布，渐近正
态分布的均值等于θ，方差等于[nI(θ)]-1，即 
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最小二乘估计 
• 最小二乘估计（least square estimation, LSE）
一般用于线性模型中未知参数的估计。这里
以包含一个未知参数的线性模型为例，说明
这一方法。对样本X1、X2、…、Xn来说，定
义下面的线性模型，其中，μ为待估总体均
值，εi称为每个样本与总体均值之间的离差。 

iiX εµ += ，对任意样本i=1, 2, …, n 



离差平方和 

• 对模型中的离差求平方和，得到离差平方
和Q(μ)。 
 
 

• 在给定样本值的条件下， Q(μ)是未知参数
μ的函数，它达到最小时 的取值，称为 的
最小二乘估计。因此，求解LSE实质上也
是一个极值问题。 
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最小二乘估计的计算 
• 对函数Q(μ)求导、并令导数等于0，就得到μ的LSE 

 
 
 
 

• 总体均值μ的LSE等于样本均值，也等于正态总体均值
的MLE。对于任何总体的样本，都可以如上计算总体
均值的LSE。 

• 在正态总体的假定下，LSE有更多优良性状（即Gauss-
Markov定理），也只有这时才能对参数进行区间估计
和假设检验。 
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回归与相关 
• 回归与相关是Galton等人研究人类身高这一数量
性状在亲子之间遗传规律时提出的分析方法，之
后很快成为数理统计中分析两个或多个变量关系
的主要方法。 

• 利用1078对父、子身高数据，Galton发现父亲身
高（用X表示）的均值是67英寸，儿子身高（用Y
表示）的均值是68英寸，Y与X的回归关系是
Y=33.73+0.516X。 

• 也就是说，高个子父亲有生高个子儿子的趋势，
矮个子父亲有生矮个子儿子的趋势；父亲身高每
增加1英寸，儿子身高平均增加0.516英寸，而不
是1英寸，身高在父子之间是部分遗传的。 



回归与相关 
• Galton随后考察了高个子父亲所生儿子的平均身高

和矮个子父亲所生儿子的平均身高。结果发现，平
均身高为80英寸的高个子父亲所生儿子的平均身高
为75.01英寸，低于父亲的身高；平均身高为60英
寸的矮个子父亲所生儿子的平均身高为64.69英寸，
高于父亲的身高。Galton把这种现象看作子代身高
有向中心（或群体均值）的回归趋势。正是这种趋
势，使得一段时间内的人类身高相对稳定，不会出
现高的越高、矮的越矮的两极分化。 

• Galton随后利用家庭身高数据，得到子女平均身高
Y与父母亲平均身高X的回归系数是0.65。在第8章
中可以看到，上面的两个回归系数就是身高性状的
狭义遗传力。 



回归分析与相关分析 

• 如果两个变量之间有明确的因果关系，一
般采用回归分析；否则采用相关分析。 

• 协方差和相关系数衡量的都是变量之间的
线性关系。因此，变量之间的线性回归分
析与相关分析是密切关联的两种分析方法。 



一元回归的线性模型 
• 假定变量X与Y之间有线性关系 ，b称为回归系数，

a称为截距。对于一组X和Y的样本来说，用下面
的公式表示他们之间的线性关系，公式中εi称为
回归离差或残差。 
 
 

• 仅关心参数估计时，残差εi只需满足均值为0的iid
即可，对具体的分布类型没有要求； 

• 如同时关心模型和回归参数的检验，则还要求残
差服从正态分布。 

iii bXaY ε++= ，i=1、2、…、n表示样本 



一元回归模型的参数估计 
• LSE是残差平方和达到最小时参数a和b的取值。
通过求导，并令导数等于0，可以得到a和b的LSE。 
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利用相关和方差计算回归系数 

• 回归系数可以看作是变量X与Y之间协方差
与自变量X方差的商。在第8章研究数量性
状的亲子关系时，要经常用到这一结论。 
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回归系数与相关系数的关系 

• 回归系数带有量纲，如变量Y的量纲为kg、
X的量纲为cm，则回归系数的量纲是
kg/cm。而相关系数是无量纲的。 

• 从定义不难看出，它们之间满足下面的关
系式 
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回归系数与相关系数的检验 
• 在正态总体的条件下，相关系数可用下面
的t分布进行显著性检验。 
 
 
 

• 同时还可以证明，一元回归方程的显著性
检验、回归系数的显著性检验及相关系数
的显著性检验是等价的。 

• 在多元回归方程中，这一结果只对正交设
计矩阵才是成立的。 
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单个纯系群体内的亲子相关 
• 一个纯系群体的均值用G表示，个体i的表型用
线性模型Xi=G+εi表示，其中εi为随机误差。根据
纯系理论，个体i大量子代的平均表型等于均值
G，根据协方差的性质， 
 

• 如果每个个体只有一个后代，个体i的后代表型
用线性模型Yi=G+δi表示，假定上下代的随机误
差效应有相同的方差 ，且相互独立，那么 
 

• 因此，子代均值对亲代表型X的回归系数为0，
它们之间的相关系数也是0。子代与亲代的回归
系数为0，相关系数也是0。 

0) ,() ,() ,( i =+= εGCovGGCovYXCov 2)( εσ=XV

0) ,( =YXCov 2)()( εσ== YVXV



多个纯系群体间的亲子间相关 
• 在n个不同基因型构成的遗传群体中，假定繁殖
后的基因型保持不变，亲代表型和子代表型用线
性模型Xi=Gi+ε和Yi=Gi+ε表示，其中ε为随机误差。 

• 根据协方差的性质， 
 
 

• 子代均值对亲代表型X的回归系数其实就是第7章
要介绍的广义遗传力；它们之间的相关系数就是
广义遗传力的平方根。 

2) ,() ,( GGGCovYXCov σ== 22)( εσσ += GXV

2

2

P

Gb
σ
σ

= br
GP

G ==
22

2

σσ
σ



随机交配群体的亲子间相关 
• 随机交配群体中，子代的平均表现等于亲代的育
种值（加性效应） 
 
 

• 子代均值对中亲的回归系数等于狭义遗传力；后
代平均表现与中亲的相关系数等于狭义遗传力的
平方根。 

2) ,() ,( AAGCovYXCov σ== 22)( εσσ += GXV
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多元回归分析 

• 对于一个因变量和多个自变量来说，假定m个自
变量为X1, X2, …, Xm，因变量为Y，它们之间的线
性关系模型为 

ε+++++= mm XbXbXbbY 22110



线性回归的矩阵模型 
• 对于大小为n的一组样本来说，将因变量Y的n个观
察值用下面的列向量Y表示，常数项的系数1和回
归系数对应的因变量观测值用如下的矩阵X表示，
所有待估参数用如下的向量b表示，残差用如下的
向量ε表示，向量和矩阵后面的下标表示阶数。 
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回归系数的最小二乘估计 
• 矩阵模型中的X称为设计矩阵或发生矩阵
（design matrix or incidence matrix），参数向量
b的最小二乘估计满足下面的正规方程，其中XT

表示设计矩阵 的转置。 
 
 

• 如果XT X的逆矩阵存在，则b的最小二乘估计为 

yXXbX TT =

yXXXb T1T )(ˆ −=



回归模型的预测值和平方和分解 
• 获得回归参数的估计后，在给定一组自变量的取
值后，就能够预测变量Y的表现，称其为预测值， 
 
 

• 总离差平方和的分解 
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回归模型的显著性检验 
• 利用前面的两个均方，就可得到回归模型显著性
检验的F统计量，回归项和剩余项的自由度对应
于F分布的两个自由度。 
 
 

• 根据上述等式计算出的F值，就可以对回归模型
进行显著性检验。 
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